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INTRODUCTION
Le present article est motive par l'etude des groupes de Chow deÂ Â Â
dimension 0 des fibrations au-dessus d'une courbe de genre quelconque,
dont la fibre generique est une variete de Severi]Brauer. On etudie iciÂ Â Â Â Â
 w x.certains modeles pour ces fibrations, construits par M. Artin voir A . CesÁ
modeles sont construits au-dessus d'une courbe affine C s Spec R commeÁ
etant la composante connexe contenant la fibre generique du ``schema deÂ Â Â Â
Severi]Brauer'' associe a un R-ordre hereditaire.Â Á Â Â
Soit R un anneau de Dedekind, de corps des fractions K. Soit A une
K-algebre simple centrale et L un R-ordre hereditaire de l'algebre A. SoitÁ Â Â Á
X le schema de Severi]Brauer associe a l'ordre L au dessus de Spec R. LeÂ Â Á
schema X est defini comme suit. Pour toute R-algebre commutative R9,Â Â Á
les points de X a valeur dans R9 sont les ideaux a gauche I9 deÁ Â Á
L9 s L m R9 tels que L9rI9 est R9-projectif et que I9 est de rang n surR
R9. La fibre generique X de X au-dessus de Spec R est la variete deÂ Â Â ÂK
Severi]Brauer associee a l'algebre simple centrale A. Pour tout pointÂ Á Á
 .ferme p de Spec R, de corps residuel k p , la fibre speciale X est leÂ Â Â p
 .schema des ideaux a gauche de rang n de L m k p s Lrp.L. Quand laÂ Â Á R
fibre X est non degeneree, c'est-a-dire quand l'ordre L est non ramifieÂ Â Â Â Á Âp
 .  .au-dessus de p, alors L m k p est une k p -algebre simple centrale, etÁR
la fibre speciale est aussi une variete de Severi]Brauer. Pour toute cetteÂ Â Â
w x w x .description voir A et B .
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Le but de cet article est d'etudier les groupes de Chow de dimension 0Â
des fibres speciales des modeles d'Artin. L'etude des fibres degenerees deÂ Á Â Â Â Â Â
 .ces modeles incluant le cas non degenere conduit au resultat suivantÁ Â Â Â Â Â
 .voir Theoreme 2.6 .Â Á
THEOREME. Soit R un anneau de ¨aluation discrete, de corps des fractionsÂ Á Á
K, d'ideal maximal p, dont le corps residuel est parfait. Soit X un modeleÂ Â Á
d'Artin au-dessus de Spec R associe a un R-ordre hereditaire d'une K-algebreÂ Á Â Â Á
 .simple centrale A Definition 2.1 . Alors dans chacune de ces deux situations:Â
 .i l'indice de l'algebre A est sans facteurs carres,Á Â
 .ii le corps residuel de R est de dimension cohomologique inferieure ouÂ Â
egale a 1,Â Á
 .le groupe de Chow A X des zero-cycles de degre 0 de la fibre speciale X ,Â Â Â0 p p
est nul.
Ce theoreme intervient dans la demonstration de resultats de finitudeÂ Á Â Â
pour le groupe de Chow de dimension zero des varietes X fibrees enÂ Â Â Â
varietes de Severi]Brauer au-dessus d'une k-courbe projective et lisse C.Â Â
w xPour de telles fibrations XrC, je prouve dans Fr2, Theoreme 4.7 que leÂ Á
 .groupe CH X est de type fini, quand le corps k est un corps de nombres0
et que l'indice de l'algebre associee a la fibre generique de XrC est sansÁ Á Á Â Â
w xfacteurs carres; je prouve aussi Fr 2, Theoreme 4.9 que les groupesÂ Â Á
 .  .CH X est CH C sont egaux quand k est de dimension cohomologiqueÂ0 0
inferieure ou egale a 1 et de caracteristique zero.Â Â Á Â Â
Dans la Section 1, nous etudions les ordres hereditaires au-dessusÂ Â Â
d'anneaux de valuation discrete complets. Nous decrivons de facËon preciseÁ Â Â
leur devenir par extension des scalaires dans des extensions algebriquesÂ
non ramifiees de l'anneau de base. Dans la Section 2, nous utilisons lesÂ
resultats de la Section 1 pour donner la structure des fibres speciales desÂ Â
modeles d'Artin au-dessus d'un anneau de valuation discrete complet. LaÁ Á
description de ces fibres speciales permet ensuite de determiner leurÂ Â
groupes de Chow de dimension 0 dans les deux cas mentionnes ci-dessus.Â
Â0. PRELIMINARIES
Dans cette section nous rappelons d'abord certaines constructions coho-
mologiques, utilisees dans la suite du texte, pour decrire le groupe deÂ Â
Brauer d'un corps et celui d'un anneau de valuation discrete SectionsÁ
.  w x.0.1]0.7 . Nous rappelons ensuite les resultats essentiellement tires de RÂ Â
sur les ordres maximaux et hereditaires dans le cas complet, utilises dansÂ Â Â
la suite du texte. Nous precisons aussi toutes les notations et definitionsÂ Â
 .utilisees par la suite Sections 0.8]0.12 .Â
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0.1. Groupe de Brauer d'un Corps
Soit k un corps; fixons k une cloture separable de k; notons G sÃ Âs k
 .Gal k rk . Le groupe des classes d'algebres simples centrales sur k estÁs
 .note Br k ; pour toute k-algebre simple centrale A, la classe de l'algebreÂ Á Á
 . w xA dans Br k est notee A . Nous rappelons ici brievement la constructionÂ Á
 . 2 U .de l'isomorphisme u de Br k sur H G , k utilise dans la suite, telleÂk s
w xqu'elle est donnee dans S . Soit L une extension finie galoisienne de k. LeÂ
groupe des classes de k-algebres simples centrales deployees par L estÁ Â Â
 . 2note Br Lrk . Soit A une algebre simple de centre k, de dimension nÂ Á
sur k, deployee par L. Choisissons alors un L-isomorphisme f : A m LÂ Â k
;  .ª M L . Le groupe de Galois de Lrk agit sur A m L par son action surn k
 .le facteur de droite, et agit sur M L par son action sur les coefficients.n
 . y1 y1Pour s g Gal Lrk on pose u s f ( s(f ( s . Cette operation definitÂ Âs
1  ..une classe de cohomologie de H Lrk, PGL L independante du choixÂn
de f. La suite exacte
0 ª L* ª GL L ª PGL L ª 0 .  .n n
1  .. 2 .fournit une application bord de H Lrk, PGL L dans H Lrk, L* .n
2 .En poussant le cocycle u dans H Lrk, L* par cette application bord,s
 .on obtient un element u A . On definit ainsi un isomorphisme u deÂ Â ÂL L
 . 2 .Br Lrk dans H Lrk, L* qui commute avec les applications d'inflation
et de restriction. En passant a la limite inductive sur toutes les extensionsÁ
 .finies galoisiennes de k, on obtient un isomorphisme u de Br k dans
2 .H k, k* . Si de plus le corps k est complet pour une valuation discrete, deÁ
corps residuel parfait, toute k-algebre simple centrale est alors deployeeÂ Á Â Â
par une extension finie non ramifiee de k; l'homomorphisme u induitÂ
 . 2 U .alors un isomorphisme de Br k dans H k rk, k , ou k designeÁ Ânr nr nr
 wl'extension maximale non ramifiee de k voir S, Chap. XII, Sect. 1,Â
x.Theoreme 1 .Â Á
Decrivons l'homomorphisme inverse de u . Soit L une extensionÂ
finie galoisienne de k, de degre n sur k. L'application bord deÂ
1  .. 2 .H Lrk, PGL L dans H Lrk, L* se releve de la maniere suivante:Á Án
 . nappelons e une base de L ; soit a un cocycle des sg GalL r k . s, t
2 .  .  .Z Lrk, L* ; soit u g GL L l'automorphisme defini par u e sÂs n s t
 .a e , alors u definit un cocycle dans PGL L dont l'image dansÂs, t s t s n
2 .H Lrk, L* est a . Ensuite, appelons A la k-algebre formee des ele-Á Â Â Âs, t
 . s y1  .ments x de M L qui verifient x s u xu pour tout s g Gal Lrk ;Ân s s
 .alors l'injection A ¨ M L se prolonge en un L-isomorphisme f: A mn k
;  .  .L ª M L defini par f x m l s l x. Ainsi A est une k-algebre simpleÂ Án
centrale dont l'image par u est le cocycle a . Pour toute cette descrip-L s, t
w x.tion voir S, Chap. X, Sect. 5, Prop. 8, 9 et Ex. 1 .
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Remarque 0.2. Supposons de plus que le corps k est complet pour une
valuation discrete, d'anneau des entiers R, de corps residuel parfait. SoitÁ Â
A une k-algebre simple centrale de dimension n2. Soit Lrk une extensionÁ
galoisienne, finie, non ramifiee, deployant A, d'anneau des entiers R .Â Â L
1  ..Alors la connaissance d'un cocycle de Z Lrk, PGL L associe a AÂ Án
 .fournit une equivalence entre les R-ordres resp. R-ordres hereditaires deÂ Â Â
 .  .A et certains R -ordres resp. R -ordres hereditaires de M L , de laÂ ÂL L n
 .maniere suivante. Soit f un isomorphisme de A m L sur M L et u leÁ k n s
1  .. cocycle de Z Lrk, PGL L associe a f. Soit D un R-ordre resp.Â Án
.R-ordre hereditaire de A, l'isomorphisme f induit alors un isomorphismeÂ Â
 .D m R , L, ou L est un R -ordre resp. R -ordre hereditaire deÁ Â ÂR L L L
 . s y1M L qui verifie necessairement u Lu s L pour tout s g H, ouÂ Â Án s s
 . H s Gal Lrk . Reciproquement, soit L un R -ordre resp. R -ordreÂ L L
.  . s y1hereditaire de M L qui verifie u Lu s L pour tout s g H. AppelonsÂ Â Ân s s
D l'ensemble des elements x de L tels que x s u sxuy1 pour tout s g H;Â Â s s
l'ensemble D s'identifie par fy1 a un sous-anneau de A. L'injectionÁ
;D ¨ L se prolonge en un R -isomorphisme D m R ª L. En effetL R L
 .  .choisissons l une base de R rR; appelons P la matrice de M Rs sg H L r L
s  .definie par P s  l e , ou e est la base canonique de M LÂ Ás, t g H t s, t s, t r
w xindexee par les elements de H, et ou r s L : k . Alors quelqueÂ Â Â Á
 .  .  .soit a g M L , trouver dans M L des elements x tels que a sÂ Ân n t t g H
 l x avec u sx uy1 s x pour tout s, t g H, revient a resoudre dansÁ Ât g H t. t s t s t
 .  .  t y1.M L le systeme d'equations P. x s u au . La matrice P estÁ Ân t t g H t t t g H
 .une matrice inversible de M R , car l'extension Lrk est non ramifieeÂr L
  .2on a det P s det Tr, ou Tr est la matrice trace de la base de R rRÁ L
.consideree . Si a g L, les solutions de ce systeme appartiennent donc a LÂ Â Á Á
car u tauy1 g L pour tout t g H. Ceci prouve que l'injection D ¨ L set t
;prolonge en un R -isomorphisme D m R ª L, et donc que D s'identifieL R L
 .a un R-ordre resp. R-ordre hereditaire de l'algebre A.Á Â Â Á
0.3. Groupe de Brauer d'un Anneau de Valuation Discrete CompletÁ
Soit R un anneau de valuation discrete complet dont le corps residuel kÁ Â
est parfait. Soit k le corps des fractions de R; notons k son extensionnr
maximale non ramifiee, d'anneau des entiers R . On appelle algebresÂ Ánr
d'Azumaya sur R, les R-algebres sans torsion de dimension finie L tellesÁ
que L m k et L m k sont des algebres simples de centres respectifs k etÁR R
k . De maniere equivalente, ce sont les R-algebres de type fini L pourÁ Â Á
lesquelles il existe une extension finie non ramifiee R9rR telle queÂ
 . w xL m R9 , M R9 , ou r s R9 : R . L'ensemble des algebres d'AzumayaÁ ÁR r
sur R est muni d'une relation d'equivalence par la relation suivante:Â
 .L ; L9 si et seulement si il existe deux entiers r et r 9 tels que M L etr
 .M L9 sont isomorphes comme R-algebres. On appelle groupe de BrauerÁr 9
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 .  .de R, note Br R , l'ensemble quotient. L'ensemble Br R est muni d'uneÂ
structure de groupe par le produit tensoriel, dont l'element neutre est laÂ Â
classe de l'algebre R. Pour toute extension R9rR, le produit tensoriel parÁ
 .R9 au-dessus de R induit une application de restriction de Br R dans
 .  .  .Br R9 . On note Br R9rR le noyau de cette application; le groupe Br R
est la limite inductive sur l'ensemble des extensions galoisiennes finies non
 .ramifiees R9rR des Br R9rR . Enfin la tensorisation par k au-dessus deÂ
 .  .R induit un homomorphisme injectif de Br R dans Br k qui commute
avec les applications de restrictions.
PROPOSITION 0.4. Soit R un anneau de ¨aluation discrete complet dont leÁ
corps residuel est parfait. Soit k le corps des fractions de R; soit k sonÂ nr
extension maximale non ramifiee, d'anneau des entiers R . Il existe unÂ nr
; 2 UÄ  .  .isomorphisme u : Br R ª H k rk, R qui rend le diagramme ci-nr nr
dessous commutatif
u U2Br k ª H k rk , k .  .nr nr
;
­ ­
Äu U2Br R ª H k rk , R .  .nr nr
;
ou les fleches ¨erticales sont les injections naturelles.Á Á
ÄDemonstration. L'homomorphisme u est defini exactement de la memeÂ Â Ã
maniere qu'en Section 0.1: Soit R9rR une extension finie galoisienne nonÁ
ramifiee. Soit L une algebre d'Azumaya sur R, de dimension n2 sur R,Â Á
Ä  .deployee par R9. Un isomorphisme f : L m R9 ª M R9 definit unÂ Â ÂR n
Äcocycle u , independant du choix de f, a valeurs dans le groupeÂ Ás
  ..  .  .Aut M R9 qui s'identifie au quotient PGL R9 s GL R9 rR9*, ouÁn n n
 .  .GL R9 est le groupe des elements inversibles de M R9 . Cette opera-Â Â Ân n
Ä 2 .  .tion definit un homomorphisme u de Br R9rR dans H k9rk, R9* , ouÂ ÁR9
k9 est le corps des fractions de R9, qui commute avec les applications
d'inflation et de restriction. De plus par extension des scalaires, l'isomor-
Ä  .phisme f induit un isomorphisme f : A m k9 ª M k9 , ou A s L m k.Ák n R
1  ..La classe du cocycle u pousse dans H k9rk, PGL k9 est la meme queÂ Ãs n
celle du cocycle determine par f, ce qui prouve la commutativite duÂ Â Â
diagramme.
L'injectivite de la fleche de gauche du diagramme et celle de u prouventÂ Á
Ä Äl'injectivite de u . Montrons que u est surjectif. Soit R9rR une extensionÂ
2 .finie galoisienne non ramifiee, de degre n. Soit a g H k9rk, R9* .Â Â s, t
Nous relevons, de meme qu'en Section 0.1, le cocycle a en des elementsÃ Â Âs, t
 .  .u de GL R9 qui forment un cocycle a valeur dans PGL R9 , en posantÁs n n
 .u e s a e . Nous considerons ensuite l'ensemble L des elements x deÂ Â Âs t s, t s t
FIBRES DEGENEREESÂ Â Â Â 367
 . s y1  .M R9 qui verifient x s u xu pour tout s g Gal LrK . D'apres laÂ Án s s
 .Remarque 0.2, l'injection L ¨ M R9 se prolonge en un R9-isomor-n
;  .phisme f: L m R9 ª M R9 , ce qui prouve que L est une algebreÁR n
d'Azumaya sur R, qui est de plus associee au cocycle a .Â s, t
0.5. Residu de WittÂ
Soit k un corps complet pour une valuation discrete ¨ , d'anneau desÁ
entiers R, de corps residuel parfait. Soit k son extension maximale nonÂ nr
ramifiee, d'anneau des entiers R . On a alors une suite exacte scindeeÂ Ânr
rWU U2 2 10 ª H k rk , R ª H k rk , k ª H k rk , QrZ ª 0 .  .  .nr nr nr nr nr
ou la fleche de droite est le residu de Witt, note r . Cette suite exacte estÁ Á Â Â W
 .obtenue par passage a la cohomologie de Gal k rk de la suite exacte:Á nr
¨U U0 ª R ª k ª Z ª 0nr nr
1 . 2 .apres identification des groupes H k rk, QrZ et H k rk, Z .Á nr nr
Il sera necessaire pour la suite de caracteriser le residu de Witt desÂ Â Â
classes de k-algebres simples centrales, considerees comme des elementsÁ Â Â Â Â
2 U .de H k rk, k , au moyen des R-ordres maximaux de ces algebres. LaÁnr nr
Proposition 0.4 ci-dessus implique immediatement la proposition suivante,Â
ce qui permet de caracteriser les algebres de residu nul. Un resultat plusÂ Á Â Â
precis sera donne dans la Proposition 1.2.Â Â
PROPOSITION 0.6. Soit k un corps complet pour une ¨aluation discrete,Á
d'anneau des entiers R, de corps residuel parfait. Soit A une k-algebre simpleÂ Á
w x. 1 .centrale. Le residu r A g H k rk, QrZ est nul si et seulement siÂ W nr
 .l'algebre A contient un R-ordre necessairement maximal qui est une R-algebreÁ Â Á
d' Azumaya.
Remarque 0.7. Quand le corps residuel de k est un corps de carac-Â
 .teristique 0, notons G s Gal krk le groupe de Galois absolu de k etÂ k
 .notons I s Gal krk le sous-groupe d'inertie de G . La suite spectralenr k
p q .. pqq .de Hochschild]Serre H G rI, H I, m « H G , m donne alors unk k
2  . 1  1  ..morphisme residu r : H G , m ª H k rk , H I , m sÂ k n r
1 .H k rk, QrZ et une suite exactenr
r2 2 10 ª H k rk , m ª H krk , m ª H k rk , QrZ ª 0. .  . .nr nr
Il est prouve dans le cours de J.-P. Serre donne au college de France enÂ Â Á
1991]92 que ce residu r est l'oppose du residu de Witt, via les isomor-Â Â Â
U2 2 2 .  .  .phismes naturels H G , m , H G , k* , H k rk, k . Cettek k nr nr
equivalence entre les deux residus n'est pas utilisee dans la suite de ceÂ Â Â
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texte. Mais elle est necessaire pour appliquer les resultats obtenus ici dansÂ Â
w xFr2 , ou les resultats de finitude sont obtenus grace a la finitude deÁ Â Ã Á
certains groupes de cohomologie non ramifiee.Â
0.8
Soit K un corps complet pour une valuation discrete, d'anneau desÁ
entiers R, d'ideal maximal p.R, tel que son corps residuel K soit parfait.Â Â
Soit D un corps gauche de centre K d'indice n. Le corps gauche D
possede un unique R-ordre maximal D, dont le radical rad D est un idealÁ Â
 .ebilatere principal. Il existe un entier e divisant n tel que rad D s p.D etÁ
nous appelons e l'indice de ramification du corps gauche D c'est l'indice
de ramification maximal, au-dessus de K, de sous-corps commutatifs de
. 2D . De plus l'algebre Drrad D est un corps gauche de dimension n reÁ
au-dessus de K que nous appelons corps gauche residuel du corps gaucheÂ
 w x . w xD Voir R, Chap. 3 . Nous trouvons dans K le resultat plus precisÂ Â
suivant:
 .PROPOSITION 0.9 Kneser . Soit K un corps comme ci-dessus. Soit D un
corps gauche de centre K, d'indice n, d'indice de ramification e, et de corps
gauche residuel D. Le centre L de D est une extension de degre e de K etÂ Â
l'indice de D sur L est m s nre. De plus l'extension LrK est galoisienne,
cyclique, la conjugaison par une uniformisante de rad D fournissant un
generateur de son groupe de Galois.Â Â
Pour un corps gauche D comme ci-dessus, nous appellerons extension
cyclique residuelle de D, le centre du corps gauche residuel de D. NousÂ Â
 .verifions plus loin Proposition 1.2 que cette extension residuelle corre-Â Â
w x.spond a l'extension cyclique de K determinee par le residu r D gÁ Â Â Â W
1 .H G , ZrnZ , c'est-a-dire a l'extension algebrique de K fixee par leÁ Á Â ÂK
w x.  .noyau de r D vu comme un element de Hom G , ZrnZ . D'apres laÂ Â ÁW K
Remarque 0.7, quand le corps residuel K est un corps de caracteristique 0,Â Â
l'extension cyclique residuelle correspond aussi a l'extension determineeÂ Á Â Â
w x.par le residu r D donne par la suite spectrale de Hochschild]Serre.Â Â
0.10
Soit K un corps comme en 0.8. Soit A une K-algebre simple centrale.Á
Le corps gauche sous-jacent a A est l'unique corps gauche de la classe deÁ
 .A dans Br K , c'est-a-dire l'unique corps gauche D tel qu'il existe unÁ
 .entier r et un K-isomorphisme A , M D . Nous appelons alors corpsr
gauche residuel et extension cyclique residuelle de l'algebre A, le corpsÂ Â Á
gauche residuel et l'extension cyclique residuelle du corps gauche sous-Â Â
jacent a A. De meme nous appelons indice et indice de ramification deÁ Ã
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l'algebre A, l'indice et l'indice de ramification de son corps gaucheÁ
sous-jacent.
Nous dirons que l'algebre A est non ramifiee si son indice de ramifica-Á Â
tion est egal a 1; ce qui revient a dire que son corps gauche residuel a pourÂ Á Á Â
centre K. Il est clair qu'une algebre A est non ramifiee si et seulement si ilÁ Â
existe un R-ordre L de A qui soit une algebre d'Azumaya sur R Defini-Á Â
.tion 0.3 .
Nous dirons que l'algebre A est totalement ramifiee si son indice deÁ Â
ramification est egal a son indice; ce qui revient a dire que son corpsÂ Á Á
gauche residuel est commutatif.Â
0.11
Soit K un corps comme en 0.8. Un R-ordre L d'une K-algebre simpleÁ
centrale est dit hereditaire si chaque ideal a gauche de L est un L-moduleÂ Â Â Á
projectif. Pour decrire ces ordres, nous introduisons la notation suivante:Â
Soit B un anneau, rad B son radical, et soient r , . . . , r des entiers tels1 s
 . r1, . . . , rs.que  r s r. Nous notons alors M B l'ensemble des matri-1F iF s i r
 .  .ces de M B formees de blocs de tailles r , r a coefficients dansÂ Ár i j 1F i, jF s
B si i F j et dans rad B sinon:
r r1 sr !#" !#"1
B ??? ??? B .  .
.rad B B . .  . ..
. . . .. . . .. . . . 0
r rad B ??? rad B B .  .  .s
 w x.D'apres Reiner voir R, Prop. 39.14 nous pouvons decrire les ordresÁ Â
hereditaires des K-algebres simples centrales de la maniere suivante:Â Â Á Á
 .PROPOSITION 0.12 Reiner . Soit K un corps comme en 0.8. Soit A une
K-algebre simple centrale. Soit L un R-ordre hereditaire de A. Soit D le corpsÁ Â Â
gauche sous-jacent a A, de corps residuel D, et soit D l'unique ordre maximalÁ Â
de D. Alors il existe des entiers r , . . . , r a¨ec  r s r et un isomor-1 s 1F iF s i
 .  . r1, . . . , rs.phisme A , M D dans lequel L , M D . Pour cet isomorphismer r
rad L s'identifie a l'ensemble des matrices de la formeÁ
r r1 sr ! # " !#"1
rad D D ??? D .  .  .
. . .. rad D . . .. . .
. .. . D .. . 0
r rad D ??? ??? rad D .  .s
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ce qui donne un isomorphisme
Lrrad L , M D . r i
1FiFs
Pour un ordre hereditaire L comme dans la proposition ci-dessus,Â Â
posons e9 s s.e ou e est l'indice de ramification de l'algebre A. NousÁ Á
 .e9avons alors rad L s p.L, et nous appelons e9 l'indice de ramification
de l'ordre L on remarque que l'indice de ramification d'un ordre heredi-Â Â
taire d'une algebre simple centrale est un multiple de celui de l'algebre, etÁ Á
.que ces indices sont egaux si et seulement l'ordre est maximal .Â
Â1. EXTENSION NON RAMIFIEE D'ORDRES
Â ÂHEREDITAIRES
Soit K un corps complet pour une valuation discrete, d'anneau desÁ
entiers R, dont le corps residuel est parfait. Soit A une K-algebre simpleÂ Á
centrale et soit L un R-ordre hereditaire de l'algebre A. Le but de cetteÂ Â Á
section est de decrire l'extension des scalaires de l'ordre L dans touteÂ
extension algebrique non ramifiee de K. C'est-a-dire, que, pour touteÂ Â Á
extension algebrique finie non ramifiee de corps FrK, nous allons etudierÂ Â Â
le R -ordre L m R , ou R est l'anneau des entiers du corps F au-de-ÁF R F F
ssus de R. Notre but est de decrire precisement l'ordre L m R par unÂ Â R F
 . r1, . . . , rs.isomorphisme avec une algebre de matrice de la forme M D , ouÁ Ár
D est l'unique R -ordre maximal du corps gauche sous-jacent a l'algebreÁ ÁF
A m F. Nous commencËons par decrire l'extension des scalaires d'ordresÂK
maximaux de corps gauches.
Notations. Soit K un corps complet pour une valuation discrete, d'an-Á
neau des entiers R, tel que son corps residuel K soit parfait. Soit D unÂ
corps gauche de centre K, d'indice n et d'indice de ramification e. Soit D
l'unique ordre maximal de D et D le corps gauche residuel de D. Si F estÂ
une extension algebrique de K, nous notons R son anneau des entiers etÂ F
F son corps residuel. Nous appelons D le corps gauche sous-jacent aÂ ÁF
l'algebre D m F et D l'unique ordre maximal de D . Nous notons eÁ K F F F
l'indice de ramification de D .F
PROPOSITION 1.1. Soit K un corps complet pour une ¨aluation discrete,Á
d'anneau des entiers R et de corps residuel K parfait. Soit D un corps gaucheÂ
de centre K, d'indice n, d'indice de ramification e. Soit D l'unique R-ordre
maximal de D, soit D le corps gauche residuel de D, et soit LrK l'extensionÂ
 .cyclique residuelle de D ¨oir Section 0.8 et Proposition 0.9 .Â
FIBRES DEGENEREESÂ Â Â Â 371
Soit F une extension non ramifiee de K. Le corps gauche residuel deÂ Â
 .l'algebre D m F est le corps gauche sous-jacent a l'algebre D m L .FÁ Á ÁK L
w xet l'indice de ramification de l'algebre D m F est e s L .F : F sÁ K F
w xer L l F : K .
La demonstration de cette proposition utilise les memes arguments queÂ Ã
la demonstration de la proposition 1.3 et sera donnee en meme tempsÂ Â Ã
que cette derniere. Une premiere consequence de cette proposition estÁ Á Â
de clarifier la notion d'extension cyclique residuelle par la propositionÂ
suivante.
PROPOSITION 1.2. Soit K un corps complet pour une ¨aluation discrete,Á
dont le corps residuel K est parfait. Soit A une K-algebre simple centrale.Â Á
w x. 1 .L'extension cyclique de K determinee par le residu r A g H K, QrZ ,Â Â Â W
est l'extension cyclique residuelle de l'algebre A.Â Á
Demonstration. Soit A une K-algebre simple centrale. Appelons LÂ Á
l'extension cyclique residuelle de A, definie en Section 0.10. Appelons L 9Â
w x. 1 .l'extension cyclique de K determinee par le residu r A g H K, QrZÂ Â Â W
  . .s Hom Gal KrK , QrZ , c'est-a-dire l'extension de K, definie parÁ Â
 .  w x..Gal KrL 9 s Ker r A . Nous voulons montrer que L s L 9.W
Si M est une extension non ramifiee de K, de corps residuel M , lesÂ Â
applications de restriction et les residus de Witt induisent un diagrammeÂ
commutatif
resMr K
Br K ª Br M .  .
r x r xW W
resM r K
1 1H K, QrZ ª H M , QrZ .  .
Choisissons L et L9 deux extensions non ramifiees de K, de corpsÂ
residuels respectifs L et L 9. D'apres la Proposition 1.1, l'algebre A m LÂ Á Á K
 .est une L-algebre non ramifiee Definition 0.10 . Alors d'apres la Proposi-Á Â Â Á
w x . w x w x.tion 0.6, nous avons r A s 0, ou A s res A . Nous avonsÁW L L L r K
 .  w x..donc Gal KrL ; Ker r A d'ou L 9 ; L . Reciproquement, d'apresÁ Â ÁW
la Proposition 1.1, l'extension cyclique residuelle de A m L9 est l'exten-Â K
w x .sion L 9. L de L 9. Or d'apres la Proposition 0.6, comme r A s 0,Á W L9
l'algebre A m L9 est non ramifiee, c'est-a-dire que son extension cycliqueÁ Â ÁK
residuelle est triviale. Nous avons donc L ; L 9.Â
PROPOSITION 1.3. Soient K un corps et D un corps gauche, comme dans
la Proposition 1.1. Soit F une extension non ramifiee de K. Il existe unÂ
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 .F-isomorphisme d'algebre D m F , M D qui induit un R -isomorphismeÁ K r F F
d'ordre
ere termesF! # "
 .r .e re , . . . , r .e reF F
D m R , M D . .R F r F
En particulier si F est une extension non ramifiee de K qui deploie D, alorsÂ Â
e termes! # "
 .nre , . . . , nre
D m R , M R . .R F n F
Demonstration des Propositions 1.1 et 1.3. Soit p une uniformisante deÂ
l'anneau local R. Soit p une uniformisante du R-ordre D. L'anneau
 .D m R est evidemment un R -ordre de l'algebre D m F , M D ;Â ÁR F F K r F
son radical est principal, engendre par p m 1. En effet, l'anneau D mÂ R
.  .  .R r p m 1 . D m R , Drrad D m R rpR est semi-simple; ceF R F R r pR F F
 .  .qui prouve que l'ideal p m 1 . D m R contient le radical de D m R .Â R F R F
 .  ..e  .  .De plus, p m 1 . D m R s p. D m R ; rad D m R , d'ouÁR F F F
 .  .  .  .p m 1 . D m R ; rad D m R . Ceci prouve que D m R est unR F F R F
ordre hereditaire, car au-dessus d'un anneau complet pour une valuationÂ
discrete, un ordre L est hereditaire si et seulement si son radical est unÁ Â Â
 wL-module projectif ce resultat est du a Auslander et Goldman, voir R,Â Ã Á
x.Theorem 39.1 .
Pour simplifier les notations, appelons L le R -ordre hereditaire D mÂ ÂF R
R . D'apres la Proposition 0.12, la F-algebre Lrrad L est un produit deÁ ÁF
F-algebres simples qui ont toutes pour corps gauche sous-jacent le corpsÁ
gauche residuel de l'algebre D m F. Or, comme rad L est engendre parÂ Á ÂK
p m 1, nous avons
Lrrad L , D m FK
, D m L m F .L K
, D m L .F . L
w x1FiF LlF : K
Le corps gauche residuel de l'algebre D m F est donc le corps gaucheÂ Á K
sous-jacent a l'algebre D m L .F, qui a pour centre l'extension L .F deÁ Á L
F. Ceci prouve, d'apres la Proposition 0.9, que l'indice de ramification deÁ
w x w xl'algebre D m F est e s L .F : F s er L l F : K et acheve laÁ ÁK F
demonstration de la Proposition 1.1.Â
Plus precisement, d'apres la Proposition 0.12, il existe des entiersÂ Â Á
s  . r1, . . . , rsr , . . . , r avec  r s r, tels que L , M D et alors1 s is1 i r F
Lrrad L , M D , . r Fi
1FiFs
FIBRES DEGENEREESÂ Â Â Â 373
ou D designe le corps gauche residuel de D . Ceci prouve que s sÁ Â ÂF F
w xL l F : K s ere et que tous les r , 1 F i F ere , son egaux a r.e re,Â ÁF i F F
ce qui demontre la Proposition 1.3.Â
COROLLAIRE 1.4. Soient K un corps et D un corps gauche, comme dans la
Proposition 1.1. Il existe deux extensions L et M de K, non ramifiees etÂ
lineairement disjointes au-dessus de K, de degre respectif e et m s nre, tellesÂ Â
que:
 .a D est un corps gauche non ramifie, a¨ec D m R ,ÂL R L
 .1, . . . , 1.M D ;e L
 .b D est un corps gauche totalement ramifie, a¨ec D m R ,ÂM R M
 .M D .m M
Demonstration. Soit p un generateur de rad D. On prend pour LÂ Â Â
l'extension non ramifiee de K dont le corps residuel est L ; on prend pourÂ
M l'extension maximale non ramifiee d'un sous-corps commutatif maximalÂ
de D contenant p . Appelons M le corps residuel de M que nousÂ
identifions a un sous-corps commutatif de D. Les extensions L et M sontÁ
lineairement disjointes sur K car le groupe de Galois de LrK est engen-Â
dre par la conjugaison par p , qui induit l'identite sur M M et pÂ Â
.commutent . D'apres la Proposition 1.1, l'indice de ramification de D estÁ L
1 ce qui prouve que D est un corps gauche non ramifie; l'indice deÂL
ramification de D est e qui est aussi l'indice de D , ce qui prouve queM M
D est un corps gauche totalement ramifie. Puis par la Proposition 1.3ÂM
1, . . . , 1. .  .nous avons bien D m R , M D et D m R , M D .R L e L R M m M
Remarque 1.5. Ce corollaire nous permet de nous ramener par exten-
sion de scalaires a deux cas simples:Á
 .a Celui d'un corps gauche D non ramifie: alors pour toute exten-Â
sion non ramifiee F de K, ou K est le centre de D, le corps gauche D estÂ Á F
 .non ramifie, et nous avons D m R , M D .Â R F r F
 .b Celui d'un corps gauche D totalement ramifie d'indice e: alorsÂ
pour toute extension non ramifiee F de K, ou K est le centre de D, leÂ Á
w xcorps gauche D est totalement ramifie d'indice e s L .F : F et nousÂF F
 .1, . . . , 1.avons D m R , M D .R F er e FF
Soient K un corps et D un corps gauche, comme dans la Proposition
1.1. Si F est une extension de K non ramifiee galoisienne qui deploie D,Â Â
 .le groupe Gal FrK agit sur D m R a droite, et ainsi tout R -isomor-ÁR F F
 .n r e, . . . , n r e.  .n r e, . . . , n r e.phisme D m R , M R induit sur M R uneR F n F n F
 .action de Gal FrK , qui s'exprime necessairement par la composition deÂ
 .l'action de Gal FrK sur les coefficients et de la conjugaison par certaines
 .matrices de M F . Nous allons decrire plus precisement cette action dansÂ Â Ân
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le cas ou D est un corps gauche totalement ramifie, ce qui nous suffira parÁ Â
la suite.
PROPOSITION 1.6. Soit K un corps comme dans la Proposition 1.1. Soit D
un corps gauche de centre K, totalement ramifie, d'indice e et d'unique ordreÂ
maximal D. Soit L s Drrad D l'extension cyclique residuelle de D, soit LÂ
l'extension non ramifiee de K dont le corps residuel est L .Â Â
 .Il existe un generateur s de Gal LrK et un isomorphisme D m R ,Â Â R L
 .1, . . . , 1.  .1, . . . , 1.M R pour lequel l'action de s induite sur M R est lae L e L
composition de l'action de s sur les coefficients et de la conjugaison par une
matrice J de la formes
0 ??? 0 py1 .le
.l . 01 .J s ,s . . .. . .. . . 0
0 l 0ey1
ou l , . . . , l appartiennent a RU .Á Á1 e L
Demonstration. Pour demontrer cette proposition nous allons utiliserÂ Â
2 .  .l'isomorphisme entre Br K et H K, K* decrit en Section 0.1. NousÂ
w x 2 . w xconsiderons D g H LrK, L* . Soit l un cocycle representant DÂ Âs, t
1  ..que nous remontons dans Z LrK, PGL L en posante
p s l e ,s s , t s t , t
 .tgGal LrK
 .ou e est la base canonique de M L indexee par les elements deÁ Â Â Âs, t e
 .Gal LrK . Alors D est isomorphe a la K-algebre formee des elements xÁ Á Â Â Â
 . s y1  .de M L qui verifient p . x. p s x, pour tout s g Gal LrK , et l'inclu-Âe s s
 .  .sion D ¨ M L se prolonge en un L-isomorphisme D m L ª M L .e K e
 .  .Ainsi l'action de s g Gal LrK induite sur M L par cet isomorphisme,e
s'exprime par la composition de l'action usuelle de s sur les coefficients et
de la conjugaison par la matrice p . C'est de cette maniere que nousÁs
pouvons trouver l'isomorphisme annonce dans la proposition, en choisis-Â
sant correctement le cocycle l .s, t
w x. 2 . w x 2 .Notons ¨ D g H LrK, Z l'image de D g H LrK, L* par la
  . .valuation ¨ du corps K . Soit c g Hom Gal LrK , ZreZ sD
1 .  . w x.H LrK, ZreZ l'unique element tel que d c s ¨ D , ou d est l'appli-Â ÁD
1 . 2 .cation bord de H LrK, ZreZ dans H LrK, Z . Soit s l'unique
 .  .generateur de Gal LrK , qui verifie c s s y1. Nous pouvons prendreÂ Â D
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le cocycle l de telle sorte ques, t
¨ l i j s 0, si 0 F i q j F e y 1, .s , spour 0 F i , j F e y 1,  i j¨ l s y1, si e F i q j F 2 e y 2. .s , s
En particulier p est bien de la forme annoncee dans la proposition.Âs
 .1, . . . , 1 s y1Notons L s M R . Nous avons de plus p . L. p s L, pour toute L s s
 .s g Gal LrK . Alors, d'apres la Remarque 0.2, l'ordre D, qui est l'uniqueÁ
ordre hereditaire de D, s'identifie aux elements x de L qui verifientÂ Â Â Â Â
s y1  .  .1, . . . , 1p . x. p s x, pour tout s g Gal LrK . Et l'inclusion D ¨ M Rs s e L
1, . . . , 1 .se prolonge en un R -isomorphisme D m R ª M R .L R L e L
Nous decrivons maintenant l'extension des scalaires des ordres heredi-Â Â Â
taires des algebres simples centrales au-dessus d'un corps complet. Soit KÁ
un corps comme dans la Proposition 1.1. Soit A une K-algebre simpleÁ
 .2centrale, d'indice n, d'indice de ramification e, et de dimension n.q sur
K. Soit D le corps gauche sous-jacent a l'algebre A, appelons D sonÁ Á
unique R-ordre maximal. Soit L un R-ordre hereditaire de l'algebre A.Â Â Á
D'apres la Proposition 0.12, il existe des entiers q , . . . , q avec  qÁ 1 s 1F iF s i
s q, tels que
 .q , . . . , q1 sL , M D .q
et l'indice de ramification de l'ordre L est alors e9 s e.s. Cet isomor-
phisme nous permet de decrire facilement les extensions des scalaires deÂ
l'ordre L d'apres les resultats precedents.Á Â Â Â
PROPOSITION 1.7. Soit K un corps comme dans la Proposition 1.1. Soient
A une K-algebre simple centrale et L un R-ordre hereditaire de l'algebre A,Á Â Â Á
comme ci-dessus. Soit F une extension non ramifiee de K, pour laquelleÂ
 .  .D m F , M D . Il existe un isomorphisme A m F , M D qui induitK r F K qr F
un isomorphisme
e9re termesF! # "
 .q .r 9 , . . . , q .r 9 , . . . , q .r 9 , . . . , q .r 91 s 1 s
L m R , M D , ou r 9 s r .e re. . ÁR F q , r F F
En particulier, pour toute extension non ramifiee F de K qui deploie A, nousÂ Â
a¨ons
e9 t er m es! # "
 .q .m , . . . , q .m , . . . , q .m , . . . , q .m1 s 1 s
L m R , M R , ou m s nre. . ÁR F q .n F
Demonstration. Le R -ordre L m R est canoniquement isomorphe aÂ ÁF R F
 .q1, . . . , qs.  .M D m R , ensemble des matrices de M D m F dont lesq R F q K
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blocs sont, selon leur position, a coefficients dans D m R ou dans sonÁ R F
radical. Par la Proposition 1.3 il existe un isomorphisme entre D m F etK
 .  . r 9, . . . , r 9.M D dans lequel D m R est isomorphe a M D . Par cetÁr F R F r F
 .isomorphisme nous voyons L m R comme une sous-algebre de M D ,ÁR F qr F
de matrices dont les blocs sont selon leur position a coefficients dans DÁ F
 .q.rou dans son radical. Puis par un changement de base adequat dans D ,Â F
on demontre la proposition. Il est important de decrire precisement ceÂ Â Â Â
changement de base pour connaõtre, dans le cas d'une extension galoisi-Ã
enne, l'action de Galois sur L m R par rapport a son action surÁR F
D m R :R F
 .Appelons e , ordonnee en faisant varier i,Âi, j, k 1F iF r 9, 1F jF er e , 1F k F qF
 .q.rpuis j, puis k, la base de D dans laquelle est donne le premierÂF
isomorphisme. Il suffit pour obtenir le second isomorphisme celui de la
.proposition de reordonner cette base en faisant varier i, puis k, puis j.Â
Pour les cas particuliers d'une algebre simple centrale non ramifiee etÁ Â
d'une algebre simple centrale totalement ramifiee, nous allons decrireÁ Â Â
l'action galoisienne induite sur le second terme par l'isomorphisme donneÂ
dans la Proposition 1.7.
Soit K un corps comme dans la Proposition 1.1. Soit A une K-algebreÁ
 .2simple centrale non ramifiee, d'indice n et de dimension n.q sur K. SoitÂ
D le corps gauche sous-jacent a l'algebre A, appelons D son uniqueÁ Á
R-ordre maximal. Soit L un R-ordre hereditaire de l'algebre A. NousÂ Â Á
 .fixons un isomorphisme A , M D pour lequelq
 .q , . . . , q1 sL , M D .q
ou q , . . . , q sont des entiers, avec  q s q.Á 1 s 1F iF s i
PROPOSITION 1.8. Soit K un corps comme dans la Proposition 1.1. Soient
A une K-algebre simple centrale non ramifiee et L un R-ordre hededitaire deÁ Â Â Â
l'algebre A, comme ci-dessus. Soit F une extension galoisienne, non ramifieeÁ Â
 .de K. Il existe un F-isomorphisme D m F , M D , dans lequel D m RK r F R F
 ., M D , qui induit un R -isomorphismer F F
 .q .r , . . . , q .r1 sL m R , M D .R F q , r F
 .  .q1. r , . . . , qs.r .et l'action de Gal FrK sur M D par cet isomorphisme estq.r F
 .  .deduite canoniquement de l'action de Gal FrK sur M D . En particulier,Â r F
cette action laisse les differents blocs globalement in¨ariants.Â
Demonstration. Puisque D est un corps gauche non ramifie, il existeÂ Â
 .d'apres la Proposition 1.3, un isomorphisme D m F , M D , dansÁ K r F
 .lequel D m R , M D . D'autre part, nous avons fixe un isomorphismeÂR F r F
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 .  .q1, . . . , qs.A , M D dans lequel L , M D . En combinant ces deux iso-q q
 .morphismes, nous obtenons un isomorphisme A m F , M D m F ,K q K
 .M D , dans lequel nous avons directementqr F
 .  .q , . . . , q q .r , . . . , q .r1 s 1 sL m R , M M D s M D . .  . .R F q r F q .r F
 .Alors l'action de Gal FrK induite sur le dernier terme de cet isomor-
 .  .phisme, se deduit de l'action de Gal FrK sur M D .Â r F
Soit K un corps comme dans la Proposition 1.1. Soit A une K-algebreÁ
 .2simple centrale totalement ramifiee, d'indice e et de dimension e.q surÂ
K. Soit D le corps gauche sous-jacent a l'algebre A, appelons D sonÁ Á
unique R-ordre maximal et L son extension cyclique residuelle. Soit L unÂ
R-ordre hereditaire de l'algebre A. Nous fixons un isomorphisme A ,Â Â Á
 .M D pour lequelq
 .q , . . . , q1 sL , M D .q
ou q , . . . , q sont des entiers, avec  q s q.Á 1 s 1F iF s i
PROPOSITION 1.9. Soit K un corps comme dans la Proposition 1.1. Soient
A une K-algebre simple centrale totalement ramifiee et L un R-ordre heredi-Á Â Â Â
taire de l'algebre A, comme ci-dessus. Soit L l'extension non ramifiee de KÁ Â
 .dont le corps residuel est L . Il existe un generateur s de Gal LrK , et unÂ Â Â
 .isomorphisme A m L , M L qui induit un isomorphismeK qe
e . s t er m es! # "
 .q , . . . , q , . . . , q , . . . , q1 s 1 s
L m R , M R .R L q .e L
 .dans lequel l'action de Gal LrK s'exprime de la maniere sui¨ ante:Á
 .q1, . . . , qs , . . . , q1, . . . , qs.L'action de s sur M R est la composition de l'ac-q.e L
tion de s sur les coefficients et de la conjugaison par la matrice p , donneeÂs
 .par blocs, de M Lq.e
0 ??? 0 py1l . Ie q
.l . I . 01 q .p s ,s . . .. . .. . . 0
0 l . I 0ey1 q
 .  . Uou I designe la matrice identite de M L et ou l g R .Á Â Â Áq q i 1F iF e L
 .Demonstration. Nous considerons le generateur s de Gal LrK etÂ Â Â Â
 .l'isomorphisme D m L , M L donnes dans la Proposition 1.6. D'autreÂK e
EMMANUELLE FROSSARD378
 .part, nous avons fixe un isomorphisme A , M D dans lequel L ,Â q
 . q1, . . . , qs .M D . Nous avons ainsi un isomorphisme L m L ,q K
  .1, . . . , 1..  .qeM M R . En effectuant le changement de base sur R ,q e L L
indique dans la demonstration de la Proposition 1.7, nous obtenons unÂ Â
isomorphisme
e . s t er m es! # "
 .q , . . . , q , . . . , q , . . . , q1 2 1 s
L m R , M R .R L q .e L
 .et l'action de Gal LrK sur le second terme, se deduit de l'action deÂ
1, . . . , 1. .  .Gal LrK sur M R , decrite dans la Proposition 1.6.Âe L
Á2. MODELES D'ARTIN
Dans ce paragraphe, nous etudions les fibres speciales des modelesÂ Â Á
 .d'Artin voir Definition 2.1 ci-dessous au-dessus d'un anneau de valuationÂ
discrete complet R, associes a une K-algebre simple centrale A, ou K estÁ Â Á Á Á
le corps des fractions de l'anneau R. Nous verrons alors que certaines
proprietes geometriques des fibres speciales, ne dependent que de l'algebreÂ Â Â Â Â Â Á
 .A et en particulier de sa ramification Definition 0.10 . Nous prouvonsÂ
ainsi que le groupe de Chow des zeros-cycles de degre zero de la fibreÂ Â Â
speciale est nul, si l'algebre A est d'indice sans facteur carre ou si le corpsÂ Á Â
residuel de R est parfait de dimension cohomologique inferieure ou egaleÂ Â Â
a 1.Á
DEFINITION 2.1. Soit R un anneau de Dedekind, de corps des fractionsÂ
K. Soient A une K-algebre simple centrale et L un R-ordre hereditaire deÁ Â Â
l'algebre A. Nous dirons que X est le modele d'Artin au-dessus de Spec R,Á Á
associe a l'ordre L, si X est la composante connexe, contenant la fibreÂ Á
generique, du schema de Severi]Brauer associe au R-ordre hereditaire L.Â Â Â Â Â Â
S'il n'est pas necessaire de preciser l'ordre hereditaire par lequel leÂ Â Â Â
schema X est obtenu, nous dirons simplement que X est un modeleÂ Á
d'Artin au-dessus de Spec R, associe a l'algebre A.Â Á Á
Le premier but de cette section est de decrire la structure des fibresÂ
degenerees des modeles decrits ci-dessus. L'etude des modeles definisÂ Â Â Â Á Â Â Á Â
au-dessus d'anneaux de valuation discrete complets est suffisante. DansÁ
w xA , M. Artin a donne la structure de ces fibres degenerees, au-dessus d'unÂ Â Â Â Â
point geometrique, pour un modele construit a partir d'un ordre maximal.Â Â Á Á
La methode utilisee par Artin est encore applicable au cas plus generalÂ Â Â Â
des ordres hereditaires, pour decrire les fibres speciales au-dessus d'unÂ Â Â Â
point geometrique. Cette etude nous permettra, dans des cas simples, deÂ Â Â
donner aussi la structure des fibres speciales au-dessus de points nonÂ
FIBRES DEGENEREESÂ Â Â Â 379
geometriques. Pour decrire les fibres degenerees nous aurons besoin deÂ Â Â Â Â Â Â
certaines varietes auxiliaires, definies comme suit.Â Â Â
DEFINITION 2.2. Soit k un corps et des entiers r , . . . , r ; pour 1 F i F s,Â 1 s
notons n s  r . Nous definissons par s y 1 blowing-up successifs, aÂ Ái 1F jF i j
partir de P n sy1 , une sous-variete de P n1y1 = ??? = P n sy1 que nous notonsÂk k k
V r1, . . . , rs. Precisement, pour s s 2, la variete V r1, r2 est le blowing-up deÂ Â Âk k
P n2y1 le long de sa sous-variete d'equations x s ??? s x s 0. Puis, pourÂ Â Âk 1 r1
s G 3, V r1, . . . , rs est le blowing-up de V r1qr 2 , r3, . . . , rs, consideree comme uneÂ Âk k
sous-variete de P n2y1 = ??? = P n sy1 , le long de la sous-variete d'equations:Â Â Â Â Âk k
x s ??? s x s 0 sur le facteur P n2y1 . La variete V r1, . . . , rs ainsi obtenue,Â Â1 r k k1
est la sous-variete deÂ Â
P n1y1 = ??? = P n sy 1y1 = P n sy1
1 1 sy1 sy1 s sx , . . . , x = ??? = x , . . . , x = x , . . . , x . .  .1 n 1 n 1 n1 sy1 s
d'equationsÂ
x i x iq1 s x i x iq1 , ;1 F i F s y 1, ;1 F j, k F n .j k k j i
On verifie que c'est une variete projective, lisse, birationnellementÂ Â Â
equivalente a P n sy1 par la projection sur le dernier facteur.Â Á k
PROPOSITION 2.3. Soit R un anneau de ¨aluation discrete complet, d'idealÁ Â
maximal pR, de corps des fractions K, dont le corps residuel k est parfait. SoitÂ
X le modele d' Artin au-dessus de Spec R associe a un R-ordre hereditaire LÁ Â Á Â
d'une K-algebre simple centrale A, ou A est de dimension n2 sur K. Soit s leÁ Á
degre de ramification de L, alors: la fibre X = k possede s composantesÂ Áp k
irreductibles, toutes de multiplicite 1, qui sont des ¨arietes projecti¨ es, lisses,Â Â ÂÂ
ny1birationnellement equi¨ alentes a P , et dont l'intersection est un produitÂ Á k
 .d'espaces projectifs. Sous l'action de Gal krk ces ¨arietes se groupent enÂÂ
 .orbites qui ont toutes pour stabilisateur Gal krL , ou L est l'extensionÁ
 .cyclique residuelle de A Definition 0.10 .Â Â
Demonstration. La demonstration, inspiree directement de celle d'Artin,Â Â Â
consiste en un calcul explicite des composantes de X = k.p k
La fibre X est un sous-schema du schema des ideaux a gauche de rangÂ Â Â Áp
n de L m k correspondant a la composante connexe contenant la fibreÁR
.generique de X . D'apres la Proposition 1.7, il existe des entiers r , . . . , r ,Â Â Á 1 s
avec  r s n tels que pour toute extension non ramifiee R9 de R,Â1F iF s i
qui deploie AÂ
 .r , . . . , r1 sL9 s L m R9 , M R9 . .R n
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Nous utilisons cet isomorphisme pour decrire les ideaux a gauche deÂ Â Á
 4 iL9rp.L9. Posons n s 0, et pour i g 1, . . . , s , posons n s  r . Pour0 i ks1 k
 4 w xtout j g 1, . . . , n nous noterons j le numero du bloc dans lequel j seÂ
 4trouve, c'est-a-dire n q 1 F j F n . D'autre part si i, j, k g 1, . . . , sÁ w j xy1 w j x
 .nous dirons que i F j F k mod s si, quand i F k nous avons i F j F k, et
quand k - i nous avons 1 F j F k ou i F j F s. Nous allons choisir une
 .base de L9rp.L9 sur k9, ou k9 est le corps residuel de R9. Appelons eÁ Â i, j
 .la base canonique de M R9 et posonsn
w x w xe , si 1 F i F j ,i , j
e si , j  p.e , sinon.i , j
Les e fournissent une k9-base de L9rp.L9, avec pour loi de multiplica-i, j
tion
e .e s t .e ,i , j j , k i , j , k i , k
w x w x w x  .ou t s 1 si i F j F k mod s , et t s 0 sinon. Soit I un ideal aÁ Â Ái, j, k i, j, k
gauche de rang n de L9rp.L9,
I s e I [ ??? [ e I.1, 1 n , n
Dans la composante connexe du schema de Severi]Brauer contenant laÂ
 .fibre generique, nous avons rg e I s 1 pour tout i. Ainsi I est entiere-Â Â Ái, i
ment determine par n elements z , ou z g e . I est determine a unÂ Â Â Â Á Â Â Ái i i, i
scalaire pres, qui verifientÁ Â
 4; i , j g 1, . . . , n , e .z s c .z , c g k9. 1 .i , j j i , j i i , j
En fait d'apres les lois de multiplication, il suffit de prendre un elementÁ Â Â
 4par bloc pour determiner entierement I: pour i g 1, . . . , s , nous posonsÂ Á
  .d s z ou l'indice de d est a voir mod s , et l'indice de z est a voirÁ Á Ái n q1i
 ..  .mod n . Les d definis a une constante pres determinent entiere-Â Á Á Â Ái 1F iF s
 ny1. sment I. Ainsi X = k9 est vu comme un sous-schema de P ,Âp k k 9
 .determine par les equations 1 qui s'expriment de la facËon suivante:Â Â Â
n  4Posons d s  d e . Il existe i g 1, . . . , s tel que d s 0 sii js1 i, j n q1, j 0 i , ji 0w x  .j / i , et alors pour tout i tel que i F i F i y 2 mod s on a0 0 0
d s 0,i , j
w x  .pour tout j tel que i q 1 F j F i y 1 mod s ,0
d .d s d .d ,i , j iq1, k i , k iq1, j
w x w x  .pour tous j, k tels que i F j , k F i mod s .0
Autrement dit, pour un i fixe, ces equations definissent une sous-varieteÂ Â Â Â Â0
i0  ny1. sW de P isomorphe a la sous-variete que nous avons appeleeÁ Â Â Âk 9
r , . . . , r , r , . . . , r y1i s 1 i  .0 0V Definition 2.2 . Ainsi X vu comme sous-schema deÂ Âk 9 k
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 ny1. s i iP est une union de s varietes W , ou W est isomorphe aÂ Â Á Á
r , . . . , r , r , . . . , ri s 1 iy1V , aveck
W i s P r1y1 = ??? = P rsy1 .F
1FiFs
 .Si l'extension k9rk est galoisienne, pour connaõtre l'action de Gal k9rkÃ
sur les composantes irreductibles de X = k9, il nous faut connaõtre sonÂ Ãp k
 . r1, . . . , rs.action sur M R9 induite par l'isomorphisme L m R9 ,n R
 . r1, . . . , rs.M R9 . Appelons e l'indice de ramification de A, c'est le degre deÂn
l'extension Lrk. Comme R9 deploie A, l'extension L est contenue dansÂ
k9 et nous voyons d'apres les Propositions 1.8 et 1.9, que l'action d'unÁ
 .  . r1, . . . , rs.element de Gal k9rk sur les blocs de M R9 ne depend que de saÂ Â Ân
 .classe dans Gal Lrk . Plus precisement, appelons s le generateur deÂ Â Â Â
 .  .Gal Lrk donne dans la Proposition 1.9. Soit g g Gal k9rk tel queÂ
a  r , . . . , r .1 s .  .g s s , alors g applique le bloc i, j de M R9 sur le blocn
 .  i. iqa. sr e  4i q a.sre, j q a.sre et donc g W s W pour tout i g 1, . . . , s .
Ainsi les composantes irreductibles de X = k se groupent sous l'actionÂ p k
 .  .de Gal krk en sre orbites dont le stabilisateur est Gal krL .
PROPOSITION 2.4. Soit R un anneau de ¨aluation discrete complet, d'idealÁ Â
maximal pR, de corps des fractions K, dont le corps residuel k est parfait. SoitÂ
X le modele d' Artin au-dessus de Spec R associe a un R-ordre hereditaire LÁ Â Á Â Â
d'une K-algebre simple centrale A. On suppose de plus que l'algebre A est nonÁ Á
ramifiee. Soit s le degre de ramification de L, soit D le corps gauche residuelÂ Â Â
de A. La fibre X est une union de s ¨arietes, lisses, birationnellementÂÂp
equi¨ alentes a une ¨ariete de Se¨eri]Brauer W, ou W est associee a uneÂ Á ÂÂ Á Â Á
k-algebre simple centrale de corps gauche sous-jacent D. De plus l'intersectionÁ
de ces s ¨arietes est un produit de ¨arietes de Se¨eri]Brauer, associees a desÂÂ ÂÂ Â Á
k-algebres simples centrales qui ont toutes pour corps gauche sous-jacent D.Á
Demonstration. Appelons D le corps gauche sous-jacent a l'algebre A,Â Á Á
d'indice m et d'ordre maximal D, et appelons D le corps gauche residuelÂ
de D qui est alors un corps gauche de centre k. Il existe des entiers
 .q1, . . . , qsq , . . . ,q tels que l'ordre L est isomorphe a M D . Soit K 9 uneÁ1 s n r m
extension non ramifiee, galoisienne de K qui deploie D, d'anneau desÂ Â
entiers R9 et de corps residuel k9. D'apres la Proposition 1.8, il existe unÂ Á
 .isomorphisme entre D m K 9 et M K 9 qui induit un isomorphisme:K m
m .q , . . . , m .q1 sL m R9 , M R9 .R n
 .et l'action de Gal K 9rK induite par cet isomorphisme sur
 .m.q1, . . . , m.qs  .M R9 se deduit canoniquement de son action sur M R9Ân m
 .induite par l'isomorphisme M R9 , D m R9. La fibre X = k9 est unem R p k
union de s varietes W9i lisses, irreductibles, dont la structure nous estÂ Â Â
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donnee par la demonstration precedente. De plus, comme A est nonÂ Â Â Â
i  .ramifiee les varietes W9 sont globalement invariantes par G s Gal k9rk .Â Â Â
Ainsi la fibre X est elle-meme une union de s varietes W i, avecÃ Â Âp
W i = k9 s W9i.k
Nous allons prouver que chaque variete W i est birationnellementÂ Â
 .equivalente a Y, la variete de Severi]Brauer associee a M D . Con-Â Á Â Â Â Á n r m
 .  .siderons les s ordres maximaux G de M D , contenants L,Â i 1F iF s n r m
definis par blocs de la facËon suivante. L'ordre G est l'ensemble desÂ i
 . w x w xmatrices a telles que a g D si 1 F j , k F i ou i -j, k 1F j, k F n r m j, k
w x w x w x w x y1 w x w xj , k F s, a g pD si k F i - j , a g p D si j F i - k , ou pÁj, k j, k
est une uniformisante de l'ordre D. Le schema des ideaux a gauche deÂ Â Á
rang n de chaque GrpG est la variete de Severi]Brauer Y. La tensorisa-Â Âi i
tion par G au dessus de L induit une application pr de X sur Y. Pouri i p
chaque i, 1 F i F s, l'application pr = k9: X = k9 ª Y = k9 , P ny1i k p k k k 9
 ny1. scorrespond a la projection sur le i eme facteur de P . Ainsi l'applica-Á Á k 9
iy1 tion pr fournit une equivalence birationnelle entre la variete W i vuÂ Â Âi
.modulo s et la variete de Severi]Brauer Y.Â Â
De plus notons Z s F W i, d'apres la proposition precedenteÁ Â Â1F iF s
nous avons Z = k9 s P m q1y1 = ??? = P m qsy1 . Appelons V i la variete deÂ Âk k 9 k 9
 .Severi]Brauer associee a la k-agrebre simple centrale M D . Nous avonsÂ Á Á qi
 1alors un isomorphisme G-equivariant Z = k 9 , V = ??? =Â k
s 1 s.V = k9, donc Z , V = ??? = V .k
PROPOSITION 2.5. Soit R un anneau de ¨aluation discrete complet, d'idealÁ Â
maximal pR, de corps des fractions K, dont le corps residuel k est parfait. SoitÂ
X le modele d' Artin au-dessus de Spec R associe a un R-ordre hereditaire LÁ Â Á Â
d'une K-algebre simple centrale A. On suppose de plus que l'algebre A estÁ Á
totalement ramifiee. Soit L l'extension cyclique residuelle de A; soit e l'indiceÂ Â
de ramification de A; soit s le degre de ramification de L; et posons s9 s sre.Â
Alors la fibre X est une union de s9 k-¨ arietes W irreductibles qui ¨erifientÂÂ Â Âp i
W = L s W X j,Di k i
1FjFe
ou les W X j sont des L-¨arietes irreductibles, lisses, birationnellement equi¨ a-Á ÂÂ Â Âi
ny1  .  .lentes a P , permutees cycliquement a i fixe par Gal Lrk . La sousÁ Â Á ÂL
k-¨ ariete Y de W determinee parÂÂ Â Âi i
Y = L s W X jFi k i
1FjFe
est lisse birationnellement equi¨ alente a P nye. De plus F Y possedeÂ Á Ák 1F iF s9 i
un point k-rationnel.
Demonstration. Soit R l'extension non ramifiee de R dont le corpsÂ ÂL
residuel est L. D'apres la Proposition 1.9, il existe des entiers q , . . . , qÂ Á 1 s9
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avec  q s nre et un isomorphisme1F iF s9 i
e . s termes! # "
 .q , . . . , q , . . . , q , . . . , q1 s9 1 s9
L m R , M R .R L n L
 .dans lequel l'action de Gal Lrk s'exprime de la maniere suivante:Á
 .appelons s le generateur de Gal Lrk donne dans la Proposition 1.9.Â Â Â
Il existe des elements l , . . . , l de RU tels queÂ Â 1 e L
s e s l .ly1e .i , j < i < < j < iqn r e , jqn r e
 .  .q1, . . . , qs9, . . . , q1, . . . , qs9.ou e est la R -base de M R considereeÁ Â Âi, j 1F i, jF n L n L
 4dans la demonstration de la Proposition 2.3, et ou pour i g 1, . . . , n nousÂ Á
< <notons i le numero du bloc de taille nre dans lequel i se trouveÂ
  < < . < < .c'est-a-dire i y 1 .nre q 1 F i F i .nre . D'apres la Proposition 2.3 laÁ Á
fibre X = L est une union de s varietes W9 j, lisses, birationnellementÂ Âp k
ny1  j. jqs9equivalentes a P , et nous avons s W9 s W9 . Ainsi la fibre X estÂ Á L p
une union de s9 varietes W qui verifientÂ Â Âi
W = L s W9iq js9Di k
1FjFe
 4 X iqjs9et pour tout i g 1, . . . , s9 nous posons Y s F W9 .i 1F jF e
 4Fixons i g 1, . . . , s9 , pour simplifier les notations, notions W et Y 9 a laÁ
place de W et Y X. La variete Y 9 est une sous-variete de W = L globale-Â Â Â Âi i k
 .ment invariante par Gal Lrk . Elle determine une sous-variete Y de WÂ Â Â
qui verifie Y = L s Y 9. Pour simplifier les notations notons V 9 la sous-Â k
 n r ey1. s9 qi, . . . , qs9, q1, . . . , qiy1variete de P que nous avons appelee V . EnÂ Â ÂL L
reprenant la description des composantes irreductibles de X = L, donneeÂ Âp k
dans la demonstration de la Proposition 2.3, on voit que la variete Y 9 estÂ Â
 .e r  .eisomorphe a la variete V 9 . L'action de s sur V 9 induite par cetÁ Â Â
isomorphisme avec Y 9 se traduit par l'action de s r sur les coefficients et
la permutation des facteurs selon r. Nous voyons ainsi Y comme une
restriction a la WeilÁ
Y , R V 9 .L r k
et comme V 9 est birationnellement equivalente a P n r e.y1, la sous-varieteÂ Á Â ÂL
Y de W est birationnellement equivalente a P nye.Â Á k
Maintenant pour terminer la demonstration, nous devons montrer queÂ
F Y possede un point rationnel. Notons Z cette intersection quiÁ1F iF s9 i
est une sous-variete de X . Nous avons Z = L s F W9 j et nousÂ Â p k 1F jF s
avons vu en demontrant la Proposition 2.3 que cette intersection etaitÂ Â
 q1y1 qs9y1 .eisomorphe a P = ??? = P . De meme que pour chaque Y nousÁ ÃL L i
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pouvons ainsi voir Z comme une restriction a la Weil, plus precisementÁ Â Â
nous avons
Z , R P q1y1 = ??? = P qs9y1 /L r k L Lp p
ce qui prouve que Z possede un point rationnel.Á
La description precise des fibres speciales des modeles d'Artin, donneeÂ Â Á Â
dans les Propositions 2.4 et 2.5, a pour but de demontrer le theoremeÂ Â Á
 .suivant. Pour une k-variete projective X, on note A X le groupe deÂ Â 0
Chow des zero-cycles de degre 0 de la variete X, c'est-a-dire le noyau deÂ Â Â Â Á
 .  .l'application degre de CH X dans CH k s Z.Â 0 0
THEOREME 2.6. Soit R un anneau de ¨aluation discrete complet, d'idealÂ Á Á Â
maximal pR, de corps des fractions K, dont le corps residuel k est parfait. SoitÂ
X un modele d' Artin au-dessus de Spec R associe a une K-algebre simpleÁ Â Á Á
centrale A. Alors dans chacune des deux situations:
 .i l'algebre A est d'indice sans facteurs carres,Á Â
 .ii le corps k est de dimension cohomologique inferieure ou egale a 1,Â Â Á
 .le groupe A X est nul.0 p
 .La demonstration de ce theoreme utilise dans le Lemme 2.8 le resultatÂ Â Á Â
ci-dessous:
THEOREME 2.7. Soit k un corps parfait. Soit X une k-¨ ariete deÂ Á ÂÂ
Se¨eri]Brauer, associee a une algebre simple centrale d'indice sans facteurÂ Á Á
 .carre, alors A X s 0.Â 0
w xSignalons que ce resultat a ete demontre par Panin dans sa these P ,Â Â Â Â Â Á
pour le cas d'une variete de Severi]Brauer d'indice quelconque. L'enonceÂ Â Â Â
restreint ci-dessus suffit pour demontrer le Theoreme 2.6.Â Â Á
Demonstration du Theoreme 2.7. Indiquons rapidement comment onÂ Â Á
peut obtenir ce resultat restreint, a partir du resultat deja connu sur lesÂ Á Â Â Á
varietes de Severi]Brauer associees a des corps gauches d'indice premier.Â Â Â Á
Soit k un corps parfait. Pour une k-algebre simple centrale A, nousÁ
notons X la variete de Severi]Brauer qui lui est associee, et nous notonsÂ Â ÂA
w x  .A la classe de l'algebre A dans Br k . L'essentiel est de prouver que leÁ
 .  .groupe A X ne depend que de la classe de A dans Br k ; nousÂ0 A
donnons de ce fait une demonstration indiquee par Saltman. Soit A et BÂ Â
w x w x  .deux k-algebres simples centrales, telles que A s B dans Br k . LeÁ
 .   ..noyau de l'homomorphisme Br k ª Br k X est le sous-groupe deA
 . w x w x   ..Br k engendre par A . Nous avons alors B s 0 dans Br k X .Â k X . AA
Considerons la variete X = X qui se projette sur X ; d'apres ce quiÂ Â Â ÁA k B A
precede, la fibre generique de X = X au-dessus de X est un espaceÂ Á Â Â A k B A
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projectif. Ainsi la variete X = X est birationnellement equivalente aÂ Â Â ÁA k B
X = P ny1, ou n2 est la dimension de B sur k. Or deux varietes lisses,Á Â ÂA k k
projectives, birationnellement equivalentes ont le meme groupe de ChowÂ Ã
 w xde dimension 0 voir Fu, 16.1.11 , ou ce theoreme est enonce pour unÁ Â Á Â Â
corps algebriquement clos mais demontre pour un corps quelconque, ouÂ Â Â
w x.  .  ny1.  .voir CT-C, par. 6 . D'ou A X = X , A X = P , A X .Á 0 A k B 0 A k k 0 A
 .  .Nous avons de meme A X = X , A X . Ceci prouve que le groupeÃ 0 A k B 0 B
 .  .A X ne depend que de la classe de A dans Br k , et en particulier queÂ0 A
 .A X s 0 pour toute k-algebre simple centrale d'indice premier. SoitÁ0 A
maintenant A une k-algebre simple centrale d'indice n sans facteur carre.Á Â
Soit L une extension finie, galoisienne, de k qui deploie l'algebre A. PourÂ Á
 .chaque facteur premier p de n, on choisit un p -Sylow de Gal Lrk et oni i
note L la sous-extension de L fixee par ce p -Sylow. L'algebre A s AÂ Ái i Li
m L est une L -algebre simple centrale d'indice premier p , donc A XÁk i i i 0 A
.  . w x= L s 0. Nous avons donc m . A X s 0, ou m s L : k est pre-Ák i i 0 A i i
mier a p . Par ailleurs comme A est deployee par une extension de k deÁ Â Âi
 .  .degre n, nous avons aussi n. A X s 0. Donc A X s 0 pour touteÂ 0 A 0 A
k-algebre simple centrale A d'indice sans facteur carre.Á Â
Demonstration du Theoreme 2.6. Ce theoreme est une consequence desÂ Â Á Â Á Â
 .Lemmes 2.8 et 2.9 ci-dessous. Nous traitons d'abord la situation i . Soit X
un modele d'Artin au-dessus de Spec R associe a une K-algebre simpleÁ Â Á Á
centrale A, ou A est de dimension n2 sur K et d'indice r sans facteurÁ
carre. Appelons D le corps gauche sous-jacent a l'algebre A d'indice deÂ Á
ramification e. D'apres le Corollaire 1.4, il existe deux extensions nonÁ
ramifiees de K, L et M de degre respectifs e et m s rre, de corpsÂ Â
residuels L et M pour lesquelles D est un corps gauche non ramifie etÂ ÂL
D est un corps gauche totalement ramifie, c'est-a-dire A m L est nonÂ ÁM K
ramifiee et A m M est totalement ramifiee. Ainsi d'apres le Lemme 2.8,Â Â ÁK
 .nous avons A X = L s 0 et, d'apres le Lemma 2.9, nous avonsÁ0 p k
 .  .  .A X = M s 0, d'ou e. A X s 0 et m. A X s 0. Puisque r estÁ0 p k 0 p 0 p
sans facteurs carres, m et e sont premiers entre eux; ce qui demontre leÂ Â
 .theoreme dans la situation i .Â Á
 .La demonstration pour la situation ii decoule directement du LemmeÂ Â
2.9. En effet si le corps k est de dimension cohomologique egale a 1,Â Á
l'algebre A est totalement ramifiee car le corps gauche residuel de A estÁ Â Â
trivial.
LEMME 2.8. Soit R un anneau de ¨aluation discrete complet, d'idealÁ Â
maximal pR, de corps des fractions K, dont le corps residuel k est parfait. SoitÂ
X un modele d' Artin au-dessus de Spec R associe a une K-algebre simpleÁ Â Á Á
centrale A d'indice sans facteur carre. Alors si l'algebre A est non ramifiee,Â Á Â
 .nous a¨ons A X s 0.0 p
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LEMMA 2.9. Soit R un anneau de ¨aluation discrete complet, d'idealÁ Â
maximal pR, de corps des fractions K, dont le corps residuel k est parfait. SoitÂ
X un modele d' Artin au-dessus de Spec R associe a une K-algebre simpleÁ Â Á Á
centrale A d'indice quelconque. Alors si l'algebre A est totalement ramifiee,Á Â
 .nous a¨ons A X s 0.0 P
Demonstration du Lemme 2.8. Soit X un modele d'Artin au-dessus deÂ Á
Spec R associe a une K-algebre simple centrale A non ramifiee, d'indice rÂ Á Á Â
sans facteur carre. Nous savons alors d'apres la Proposition 2.4, que X estÂ Á p
une union de varietes projectives, lisses, irreductibles, W i, ou chaque W iÂ Â Â Á
est birationnellement equivalente a une variete de Severi]Brauer WÂ Á Â Â
 .d'indice r. D'apres le Theoreme 2.7, nous avons A W s 0; puis parÁ Â Á 0
l'invariance birationnelle du groupe de Chow de dimension 0, nous avons
 i. iA W s 0 pour tout i. De plus FW est un produit de varietes deÂ Â0
Severi]Brauer d'indice r, cette intersection possede donc un point fermeÁ Â
de degre r qui est le degre minimal des zeros-cycles de chaque W i. AinsiÂ Â Â
tout point ferme de l'un des W i se ramene modulo l'equivalence ra-Â Á Â
i  .tionnelle a un point de FW , ce qui prouve que A X s 0.Á 0 p
Demonstration du Lemme 2.9. Soit X un modele d'Artin au-dessus deÂ Á
Spec R associe a une K-algebre simple centrale A totalement ramifiee.Â Á Á Â
 .Appelons e l'indice de A qui est aussi son indice de ramification et L
l'extension cyclique residuelle de A qui est une extension cyclique deÂ
degre e de k.Â
Nous allons d'abord prouver la chose suivante: soit M un point k-0
rationnel de X ; soit M un point ferme de X , de corps residuel FÂ Âp p
au-dessus k, si les extensions F et L sont lineairement independantesÂ Â
au-dessus de k alors le point M est rationnellement equivalent a d.M , ouÂ Á Á0
d est le degre de l'extension Frk. D'apres la Proposition 2.5, nousÂ Á
connaissons la structure de la fibre X , et nous reprenons ici les notationsp
de cette proposition. Fixons M un point rationnel appartenant aFY i.Á0
Soit M un point ferme de X , de corps residuel F au-dessus k, tel que lesÂ Âp
extensions F et L sont lineairement independantes au-dessus de k. LeÂ Â
point M appartient a une composante irreductible W i de X ; pourÁ Â p
simplifier les notations, nous noterons W a la place de W i. D'apres laÁ Á
Proposition 2.5, nous savons que W = L s D W X, ou les varietesÁ Â Âk 1F jF e j
X  .W sont permutees cycliquement par Gal Lrk . De plus la sous-variete YÂ Â Âj
de W telle que Y = L s F W X, est lisse birationnellement equivalenteÂj j
a P nye. Appelons p le morphisme de projection de W = L sur W.Á k L k
Puisque les corps F et L sont lineairement independants au-dessus de k,Â Â
U  .  4  .  .nous avons p M s Q , avec s Q s Q pour tout s g Gal Lrk .L
 .Donc M g Y, d'ou M ; d.M car A Y s 0 puisque la variete Y estÁ Â Â0 0
birationnellement equivalente a un espace projectif. En particulier, si M XÂ Á 0
est un autre point rationnel de X , les points M et M X sont rationnelle-p 0 0
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ment equivalents; ce qui prouve que pour tout point rationnel M de XÂ 0 p
et pour tout point ferme M de X dont le corps residuel est lineairementÂ Â Âp
independant avec L au-dessus de k, les cycles M et d.M sont rationnelle-Â 0
ment equivalent sur X .Â p
Fixons M un point k-rationnel de X . Soit M un point ferme de X deÂ0 p p
corps residuel F. Posons F9 s F l L, et appelons r le degre de l'exten-Â Â
sion F9rk qui est une sous-extension cyclique de Lrk. Notons p leF 9
U  .morphisme de projection de X = F9 sur X . Alors p M sp k p F 9
Q q ??? qQ , ou les Q sont des points fermes de X = F9 de corps resi-Á Â Â1 r i p k
 .  .duel F; et nous avons pour tout i, p # Q s M. La variete X = F9Â ÂF 9 i p k
est, de meme que X , une fibre speciale d'un modele d'Artin associee aÃ Â Á Â Áp
une algebre simple centrale totalement ramifiee, d'extension cycliqueÁ Â
residuelle LrF9. Le corps residuel de Q et le corps L sont lineairementÂ Â Â1
independants au-dessus de F9. D'apres ce que nous avons montre ci-de-Â Á Â
U  .ssus, le cycle Q est donc rationnellement equivalent a un cycle d.p MÂ Á1 F 9 0
 .sur X = F9. Donc M s p # Q est rationnellement equivalent auÂp k F 9 1
cycle r.d.M sur X . Nous prouvons ainsi que tout point ferme M de XÂ0 p p
est rationnellement equivalent a un multiple du point k-rationnel M , etÂ Á 0
 .donc que A X s 0.0 p
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